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     چکیده:
[bookmark: _Hlk84488469]در این مقاله، ما یک مدل اپیدمی SIS  تشریح مي‌کنیم که در آن هر دو : میزان انتقال بیماری و تابع درمانی به فرم های اشباع در نظر گرفته می شوند. این مدل یک نقطه تعادل فارغ از بیماری ، و دو نقطه تعادل آندمیک دارد. با محاسبه عدد تکثیر اصلی با استفاده از معیار روت به اثبات پایداری نقاط تعادل می پردازیم و با دو روش اثبات می کنیم هنگامیکه عدد تکثیر اصلی کوچکتر از یک باشد نقطه تعادل فارغ از بیماری مجانبا پایدار سراسری است همچنین ثابت مي‌کنیم اگر عدد تکثیر اصلی مساوی یک باشد، مدل دچار انشعاب می شود که انشعاب رو به عقب ( بازگشتی) نامیده مي‌شود.
کلمات کلیدی: مدل اپیدمیولوژی SIS؛ نقاط تعادل؛ پایداری محلی؛  پایداری سراسری؛  انشعاب برگشتی.
1- مقدمه
[bookmark: _Hlk84488744][bookmark: _Hlk84404351]گسترش بیماریهای مختلف عفونی کشنده باعث بروز مشکلات جدی در زندگی روزمره ما مي‌شود. در میان انواع مختلف بیماری ها ، عمدتا بیماری های عفونی باعث حجم تأثیر پذیری روی شیوه زندگیمان از ابتدای جامعه مدنی شده اند. سابقه طولانی در استفاده از مدل ریاضی برای کنترل بیماریها وجود دارد [1]، [2]، [3]، [4]، [5]، [6]، [7]. در جامعه مدنی امروز ، در مطالعه مدل های اپیدمیولوژی محاسبه نقاط تعادل و بررسی پایداری آنها مهم است. یکی از مهمترین ابزار در تجزیه و تحلیل یک مدل ریاضی اپیدمیولوژی، محاسبه نقاط تعادل و تعیین پایداری آنها است. این مقاله همانندزیرتنظیم شده است:
[bookmark: _Hlk84488787][bookmark: _Hlk84488639]در بخش2 یک مدل اپیدمیولوژی   را معرفی مي‌کنیم. در بخش 3 عدد تکثیر اصلی را محاسبه مي‌کنیم، همچنین نقاط تعادل را محاسبه و به اثبات پایداری نقاط تعادل مي‌پردازیم. بویژه ثابت مي‌کنیم. در حالت  دچار انشعاب رو به عقب مي‌شود .در بخش 4 با شبیه سازی عددی ادعای خود را به نمایش مي‌گذاریم. در بخش 5 نتیجه گیری مختصر ارائه مي‌دهیم.
2- معرفی یک مدل دو بعدی
[bookmark: _Hlk84488895]در زیر یک مدل اپیدمیولوژی به شکل  که به وسیله [8] معرفی شد در نظر مي‌گیریم.
⊛
[bookmark: _Hlk84493051]که جمعیت حساس، و جمعیت عفونی شده. در اینجا فرض مي‌کنیم که کل جمعیت سیستم ثابت بمانند و این پدیده ممکن است اگر فرض کنیم که میزان تکثیر و میزان مرگ برابر هستند. بنابراین، فرض بر این است که در هر زمانt، تکثیر جدید جمعیت به  میزان مرگ هر جمعیتباشد. مادر نظر مي‌گیریم که  میزان انتقال بیماری هست و برطبق تابع انتقال به‌صورت:   در نظرگرفته مي‌شود که در آن α ثابت نیمه اشباع است. بخشی از این بیماری به طور طبیعی بهبود مي‌یابد (مطابق ظرفیت میزان بهبودی طبیعی با m در نظر گرفته مي‌شود) و برخی به دلیل استفاده از درمان مناسب. در اینجا یک تابع درمان اشباع  پیشنهاد شده است، جایی که r یک مقدار مثبت است، b یک مقدار غیر منفی است و u کنترل درمانی است. همچنین فرض کنید که بهبودی از نوع دائمی نیست و بنابراین تمام جمعیت بهبود یافته دوباره حساس این بیماری خواهد بود. با شروط اولیه:

از آنجا که ما جمعیت را به شکل نرمال در نظر مي‌گیریم بنابراین داریم:

3. عدد تکثیر اصلی و نقاط تعادل و معیار پایداری
[bookmark: _Hlk84489032]     به دلیل اهمیت زیاد  عدد تکثیر اصلی سیستم ، آن را در زیر به‌دست مي‌آوریم . 
[bookmark: _Hlk84489454]محاسبه عدد تکثیر اصلی به‌وسیله شعاع طیفی ماتریس  تعیین مي‌شود که در آن   و   ماتریس های نسل بعدی  متناظر با دستگاه  ⊛ و به‌صورت زیر مي‌باشد:



بنابراین عدد تکثیر اصلی که آن را با  نشان مي‌دهیم به‌صورت زیر است:

سیستم (1) دارای یک نقطه تعادل فارغ از بیماری و دو تا نقطه تعادل اندمیک مي‌باشد
[bookmark: _Hlk84493105][bookmark: _Hlk84493152]نقطه تعادل آندمیک را به‌صورت زیر نشان مي‌دهیم

[bookmark: _Hlk56786001]با توجه به دستگاه ⊛داریم:



رابطه  و   را  با هم جمع مي‌کنیم و   در رابطه جایگزین مي‌کنیم:



با فاکتورگیری از  داریم:

جواب بدیهی  که در حقیقت همان نقطه تعادل فارغ از بیماری است یعنی  وجواب غیر بدیهی به‌صورت زیر است:

[bookmark: _Hlk84503369]


[bookmark: _Hlk56784516]

با توجه به‌اینکه:

[bookmark: _Hlk56785488]دیگر  و  که در آن  و ریشه ها معادله درجه دوم هستند.

به‌طوریکه:



معادله درجه دوم دارای دوریشه   و   می باشد که ریشه بزرگتر را با  نشان مي‌دهیم
اینک مي‌توان نوشت:

نقطه تعادل آندمیک فقط موقعی که باشد وجود دارد، تعادل آندمیک دیگه  ممکن است وجود داشته باشد برای  و  اما اگر وجود داشته باشد همیشه ناپایدار خواهد بود.

1-3 اثبات مجانباَ پایداری محلی نقطه تعادل فارغ از بیماری دستگاه ⊛ در حالت 
[bookmark: _Hlk84491898]پایداری محلی نقطه تعادل فارغ از بیماری دستگاه ⊛ را در حالت  به‌صورت قضیه زیر بیان و اثبات مي‌کنیم.
[bookmark: _Hlk84571681]قضیه1. اگر  باشد نقطه تعادل فارغ از بیماری مجانبا پایدار محلی است و اگر   باشد نقطه تعادل فارغ از بیماری ناپایدار است.
[bookmark: _Hlk61614297]اثبات:
 با معیار روت اثبات مي‌کنیم  ابتدا خطی سازی حول نقطه تعادل فارغ از بیماری
 



[bookmark: _Hlk84493212]  مثبت است ثابت مي‌کنیم  اگر     باشد  و  مثبت هستند 



[bookmark: _Hlk84493304]آرایه روت به‌صورت زیر است

	
	

	0
	

	
	



ردیف اول آرایه روت مثبت است  بنابراین نقطه تعادل فارغ از بیماری هنگا مي‌که  باشد مجانبا پایدار محلی است
[bookmark: _Hlk84582372]و در پایین ثابت مي‌کنیم اگر  باشد،  منفی است:


ردیف اول آرایه روت تغییر علامت مي‌دهد  پس نقطه تعادل فارغ از بیماری در حالت    پایدار مجانبی محلی نیست.
[bookmark: _Hlk84492837]2-3 اثبات مجانباَ پایداری سراسری نقطه تعادل فارغ از بیماری دستگاه ⊛ در حالت 
[bookmark: _Hlk84492920][bookmark: _Hlk84493403]پایداری سراسری نقطه تعادل فارغ از بیماری دستگاه ⊛ را در حالت  به‌صورت قضیه زیر بیان و اثبات مي‌کنیم.
قضیه2. نقطه تعادل فارغ از بیماری مجانبا پایدار سراسری است اگر 
[bookmark: _Hlk61615269]اثبات:    از معادله (2) سیستم ⊛ ، به‌دست مي‌آوریم:

با توجه به اینکه  است داریم:



با توجه به رابطه ی :

داریم:



یعنی


واضح است اگر   باشد    و بنابراین   
[bookmark: _Hlk84571733][bookmark: _Hlk61615732]از نامعادله بالا نتیجه مي‌گیریم که اگر سپس   هنگامیکه  .
[bookmark: _Hlk61615754]بنابراین  هنگامیکه  زیرا   بنابراین قضیه اثبات شده است. ⧠
[bookmark: _Hlk84500409] در قضیه زیر ثابت مي‌کنیم برای اثبات پایداری سراسری نقطه تعادل فارغ از بیماری نیازی به شرط  نیست، و مي‌توان به‌طور مستقیم از قضیه پایداری سراسری استفاده کرد.
[bookmark: _GoBack]قضیه 3. با استفاده از قضیه پایداری سراسری [9]  ثابت مي‌کنیم هرگاه نقطه تعادل فارغ از بیماری پایدار سراسری است.
[bookmark: _Hlk84493583]اثبات: به‌طور مستقيم قضيه پایداری سراسری را به‌كار مي‌بريم بر طبق آن قضيه هنگامي كه شرایط  برقرار باشند. اگر  باشد. نقطه تعادل فارغ از بيماري پايدار مجانبي سراسري است. نقطه تعادل فارغ از بیماری مدل،  است. با نشان دادن شرط  كه در مدل صادق است شروع مي‌كنيم. در زير دستگاه غير عفوني ، مقداررا قرار مي‌دهيم. پس:

با تغییر متغیر 

اگر  آنگاه . واضح است هنگامی که زمان به‌سمت بینهایت میل مي‌کند تعداد افراد در معرض خطر، در حدود جمعیت کل هستند. بنابراین ، به‌طور مجانبی پایدار سراسری است. در نتیجه شرط  برقرار است. براي شرط  داريم.

که در آن
    
جمعیت کل 1 در نظر گرفته شده است.   پس  و بنابراین  و واضح است که  مثبت است. بنابراین شرط  برقرار است. بر طبق قضيه پایداری سراسری نقطه تعادل فارغ از بيماري، هرگاه  باشد پايدار مجانبي سراسري است. □
[bookmark: _Hlk84408658][bookmark: _Hlk56700421]قضیه 4. تعادل آندمیک  مجانباً پایدار محلی اگر   با .
اثبات: معادله مشخصه سیستم ⊛حول تعادل آندمیک  داده مي‌شود با 

بنابراین اگر   باشد با معیارروت-هورویتز تعادل آندمیک به‌صورت محلی پایدار است.
ثابت مي‌کنیم تعادل آندمیک فقط موقعی که باشد  مجانباً پایدار محلی است، برای اثبات ازمعیار روت استفاده مي‌کنیم ابتدا چند جمله ای مشخصه سیستم را مي‌نویسیم با خطی سازی حول نقطه تعادل داریم:

که در آن:


  در نتیجه:



بنابراین:

 مثبت است ثابت مي‌کنیم  مثبت هستند
و همچنین با توجه به رابطه های زیر:


داریم:


و همچنین با توجه به رابطه  داریم:




و همچنین داریم:

بنابراین نقطه تعادل آندمیک هنگامیکه  است مجانبی پایدار محلی است.
 توجه 1. دیدیم برای   سیستم⊛ فقط یک تعادل فارغ از بیماری دارد که مجانباً پایدار سراسری است در حالیکه برای   این تعادل فارغ از بیماری ناپایدار مي‌شود و در حالیکه  مجانباً پایدار مي‌شود.
[bookmark: _Hlk84504276]ثابت مي‌کنیم در  سیستم ⊛ دچار انشعاب می شود که انشعاب رو به عقب ( بازگشتی) نامیده مي‌شود.
در شکل3 ، وجود منحنی انشعاب رو به عقب را با در نظر گرفتن  یک مجموعهای از پارامترها، نشان مي‌دهیم.
 در قضیه بعدی وجود انشعاب رو به عقب مانده مدل⊛ را ثابت مي‌کنیم.
قضیه 5. مدل ⊛ در  دچار انشعاب رو به عقب مي‌شود اگر و فقط اگر .
اثبات:
اگر نمودار   را نظر بگیریم ، واضح است که با توجه به رابطه  برای ،  صفر مي‌شود، بنابراین از ریشه عبور مي‌کند. 
با توجه به رابطه زیر:         


جواب بدیهی  نقطه تعادل فارغ از بیماری است و تنها یک جواب غیر بدیهی   داریم که نقطه تعادل آندمیک است واضح است که حتماً  است زیرا در غیر اینصورت    منفی و غیر قابل قبول است.
[bookmark: _Hlk56958510]برای حالت  دو ریشه داریم که با افزایش  یکی از ریشه ها حتماً مثبت است بنابراین ، اگر مقدار  را افزایش دهیم  از  به  آن  تضمین  خواهد کرد که در برخی از بازه های باز  که  مي‌گوییم  روی هر تابع  دارای دو ریشه حقیقی مثبت است. به عبارت دیگر اگر   باشد پس  دو حالت   و   را بررسی مي‌کنیم:
 با افزایش  با توجه به رابطه  برای،  مثبت می شود و  مثبت است و داریم:

دو ریشه مثبت داریم زیرا  یکی از ریشه ها  

ریشه ی دیگر هم مثبت زیرا داریم:
بنابراین ، آن می تواند  ثابت شود که دو تعادل آندمیک وقتی که  و وجود دارد. از سوی دیگر اگر و  باشد، هیچ ریشه حقیقی مثبت برای وجود ندارد.
نشان مي‌دهیم با توجه به رابطه  برای تنها یک ریشه قابل قبول داریم،  منفی می شود و  منفی است و داریم:


تنها یک ریشه مثبت داریم : 

ریشه ی دیگر منفی و غیر قابل قبول است زیرا داریم:
[bookmark: _Hlk84572694]بنابراین برای حالت  یک تعادل آندمیک منحصر به فرد وجود دارد .
مهم: به عبارت ساده تر مي‌توان گفت 
الف: اگر:   باشد،  است و یک ریشه مثبت داریم (یک نقطه تعادل آندمیک).
[bookmark: _Hlk84573327]ب: اگر   باشد و  باشد دو ریشه مثبت داریم (دو نقطه تعادل آندمیک).
ج: اگر   باشد و  باشد ریشه ها مطابق زیر هستند:




یعنی هر دو ریشه منفی اند که غیر قابل قبول است. (نقطه تعادل آندمیک نداریم).
د: اگر  باشد یک تعادل آندمیک منحصر به فرد وجود دارد.
4-شبیه سازی عددی:
[bookmark: _Hlk84414734]1-4 نتایج عددی برای حالت   (شکل 1)از مقادیر اولیه [8] نقطه تعادل فارغ از بیماری دستگاه ⊛ ، (1,0) بدست مي‌آید. در حالت   منحنی بالا برای جمعیت حساس( ) و منحنی پایین برای جمعیت عفونی () رسم مي‌کنیم . زمان را در محور افقی رسم کرده ایم با گذشت زمان منحنی ها به سمت نقطه تعادل فارغ از بیماری S=1 و I=0 ،  میل مي‌کنند.
2-4 نتایج عددی برای حالت   (شکل 2) از مقادیر اولیه [8] دستگاه ⊛ با گذشت زمان منحنی ها به سمت نقطه تعادل آندمیک ،  میل مي‌کنند.
3-4 نتایج عددی برای حالت   (شکل 3) از مقادیر اولیه [8] دستگاه ⊛ دچار انشعاب رو به عقب مي‌شود.
	شکل 1.تصوير فضای فاز   براي مدل [8]، با عدد تکثيراصلي است ، با گذشت زمان منحنی بالا به 1 و منحنی پایین به صفر نزديک مي‌شوند.
	[image: ]

	شکل 2.تصوير فضای فاز   براي مدل [8]، با عدد تکثيراصلي است ، با گذشت زمان منحنی ها به سمت نقطه تعادل فارغ از بیماری میل مي‌كنند.
	[image: ]

	شکل 3. شکل 1.تصوير فضای فاز   براي مدل [8]، با عدد تکثيراصلي است ، دچار انشعاب رو به عقب مي‌شود.
	[image: ]



5. نتیجه گیری 
در این مقاله ، یک مدل اپیدمیولوژی SIS را مورد برررسی قرار دادیم که دارای سه نقطه تعادل بود با توجه به اهمیت زیاد پایداری نقاط تعادل یک سیستم به اثبات پایداری نقاط تعادل باتوجه به حدود عدد تکثیر اصلی پرداختیم، پایداری سراسری نقطه تعادل آندمیک را با دو روش اثبات کردیم همچنین ثابت کردیم در حالت  دارای انشعاب برگشتی است و با شبیه سازی عددی مشاهده کردیم. 
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