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شده اند. گرفته نظر در کروناویروس بیماری برای موجود بالینی داده های توصیف در ریاضی مدل های از مختلفی انواع اخیراً چکیده:

می کنند. کمک کلیدی پارامترهای تخمین برای جهانی تلاش های به که هستند مؤثری ابزارهای محاسباتی شبیه سازی و ریاضی مدل سازی

دهیم. انجام SEIPAHRF کسری مدل برای مؤثر و سریع عددی شبیه سازی یک داریم قصد مقاله این در

کسری. دیفرانسیل معادلات کووید‑ ۱۹، کاپوتو، کسری مشتق ،SEIPAHRF کسری مدل سریع، عددی شبیه سازی واژه ها: کلید

مقدمه .۱

این شد. کشف چین ووهان در کروناویروس به گونه متعلق جدید ویروس یک خورشیدی) ۱۳۹۸ (آذرماه میلادی ۲۰۱۹ دسامبر در

طریق از واگیردار بیماری های گسترش تحلیل و مطالعه یافت. گسترش جهان در سرعت به و کرد جلب خود به را جهانی توجه ویروس

جمعیت بر آن بار و اپیدمی زمان مدت گسترش، مانند بیماری ها اپیدمیولوژیک اولیه نمونه های درک برای مهمی ابزار به ریاضی مدل های

از یکی به عنوان جهان سراسر در بسیار میر و مرگ با همراه شده تایید عفونت هزاران دلیل کووید‑ ۱۹ همه گیری است. شده تبدیل

موجود عفونی بیماری های انتقال دینامیک رفتار برای بسیاری ریاضی مدل های حاضر حال در می باشد. جهانی تهدیدهای بزرگ ترین

می کنند. ایجاد آن کاهش استراتژی های و احتمالی عفونی بیماری های کنترل کمیت تعیین به کمک در مهمی نقش مدل هایی چنین می باشد.

این ویژگی مهم ترین .[۳] است شده گرفته نظر در همه گیر بیماری های در کسری مرتبه معادلات با مدل هایی مورد در زیادی توجه تازگی، به

بیماری برای متعددی مدل سازی روش های تاکنون چه اگر نمی شود. ظاهر معمولی دیفرانسیل معادلات در که است آن ها حافظه اثر مدل ها

تحلیل و تجزیه و واقعی دنیای مسایل درک برای لذا بخشید. بهبود را زیادی موارد می توان هنوز اما است، شده بینی پیش کروناویروس

SEIPAHRF کسری مرتبه مدل اخیراً است. برخوردار ویژه ای اهمیت از کسری مرتبه مشتق براساس مدل سازی واقعی، وضعیت

اسپانیا در را کووید‑ ۱۹ شیوع خوبی به کسری مرتبه مدل این است. شده کووید‑ ۱۹بیان رفتار تحلیل برای [۴] همکاران و دایو۱ توسط

برای مؤثر و سریع شبیه سازی یک ارایه به داریم قصد مقاله این در می کند. توصیف α = ۰٫۷۵ مرتبه با پرتغال در و α = ۰٫۸۵ مرتبه با

بیان زیر به صورت که است α ∈ (۰, ۱) مرتبه از کاپوتو زمان‑کسری مشتق مدل، این در بپردازیم. SEIPAHRF کسری مرتبه مدل
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می شود:

CDα
۰,tf(t) =

۱
Γ(۱ − α)

∫ t

۰
(t− s)−αf ′(s)ds, (۱)

است. گاما تابع ،Γ(۱ − α) =
∫∞

۰ t−α exp(t)dt آن در که

SEIPAHRF کسری مدل .۲

مدل این است. ثابت مطالعه دوره طول در ،N جمعیت کل کنیم فرض .[۲] می پردازیم SEIPAHRF کسری مدل معرفی به ابتدا

شده گروه بندی افراد ویروس، انتقال مختلف مراحل به عنوان می شود. کسری مرتبه معادله ۸ سیستم به منجر که است جز ۸ دارای ریاضی

می باشند: زیر صورت به مدل این متغیرهای می گیرند. قرار جداگانه طبقه های در

S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +A(t) +H(t) +R(t) + F (t) = N,

عفونی افراد A دهنده، انتقال افراد P عفونی، و علامت دار افراد I عفونی، معرض در افراد E حساس، افراد برای S متغیر آن در که

شده اند. گرفته نظر در شده فوت افراد F و بهبودیافته افراد R بیمارستان، در بستری افراد H علامت، بدون

می گردد: بیان زیر به صورت می کند، توصیف را مدل که کاپوتو کسری مرتبه سیستم بنابراین،



CDαS(tn) = −β I(tn−۱)
N S(tn−۱)− ℓβH(tn−۱)

N S(tn−۱)− β′ P (tn−۱)
N S(tn−۱),

CDαE(tn) = β I(tn−۱)
N S(tn) + ℓβH(tn−۱)

N S(tn) + β′ P (tn−۱)
N S(tn)− κE(tn−۱),

CDαI(tn) = κρ۱E(tn)− (γa + γi)I(tn−۱)− δiI(tn−۱),
CDαP (tn) = κρ۲E(tn)− (γa + γi)P (tn−۱)− δpP (tn−۱),
CDαA(tn) = κ(۱ − ρ۱ − ρ۲)E(tn),
CDαH(tn) = γa(I(tn) + P (tn))− γrH(tn−۱)− δhH(tn−۱),
CDαR(tn) = γi(I(tn) + P (tn)) + γrH(tn),
CDαF (tn) = δiI(tn) + δpP (tn) + δhH(tn).

(۲)

بیمارستان، در بستری بیماران نسبی انتقال میزان ℓ دهنده ها، انتقال از ناشی انتقال β′ انسان، به انسان انتقال ضریب β که طوری به

انتقال به که عفونی معرض در افراد نرخ ρ۲ ،I به E طبقه از پیشرفت نسبت ρ۱ عفونی، معرض در طبقه از فرد یک خروج میزان κ

علامت دار افراد شدن بستری میزان میانگین γa علامت، بدون عفونی افراد طبقه از پیشرفت نسبت ۱−ρ۱−ρ۲ می شود، تبدیل دهنده ها

میر و مرگ میزان δi بیمارستان، در بستری بیماران بهبودی میزان γr بیمارستان، در بستری بدون بهبودی میزان γi دهنده ها، انتقال و

در بیمارستان در بستری افراد از ناشی میر و مرگ میزان δh و دهنده ها انتقال افراد از ناشی میر و مرگ میزان δp آلوده، افراد از ناشی

شده اند. گرفته نظر
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کسری مدل سریع شبیه سازی .۳

و موضعی قسمت دو به را انتگرال ابتدا می پردازیم. tn زمان در (۱) کاپوتو کسری مشتق تقریب برای سریع ارزیابی به بخش این در

داریم: بنابراین می کنیم. تقسیم تاریخی

CDα
۰,tf

tn =
۱

Γ(۱ − α)

∫ tn

۰

f ′(s)

(tn − s)α
ds

=
۱

Γ(۱ − α)

∫ tn−۱

۰

f ′(s)

(tn − s)α
ds+

۱
Γ(۱ − α)

∫ tn

tn−۱

f ′(s)

(tn − s)α
ds

:= Ch(tn) + Cℓ(tn), (۳)

می کنند. مشخص را موضعی و تاریخی قسمت ترتیب به Cℓ(tn) و Ch(tn) که

می باشد: زیر به صورت تقریب موضعی، قسمت برای

Cℓ(tn) ≈
f(tn)− f(tn−۱)

ταnΓ(۱ − α)

∫ tn

tn−۱

۱
(tn − s)α

ds

=
۱

Γ(۲ − α)

f(tn)− f(tn−۱)

ταn
. (۴)

می باشد: زیر به صورت تقریب تاریخی، قسمت برای

Ch(tn) ≈
۱

Γ(۱ − α)

f(tn−۱)

ταn
− f(t۰)

tαn
− α

Nexp∑
i=۱

wi

∫ tn−۱

۰
e−(tn−τ)sif(τ)dτ


=

۱
Γ(۱ − α)

f(tn−۱)

ταn
− f(t۰)

tαn
− α

Nexp∑
i=۱

wiFhist,i(tn)

 , (۵)

که به طوری

Fhist,i(tn) = e−siτnFhist,i(tn−۱) +
e−siτn

s۲
i τn−۱

[(
e−siτn−۱ − ۱ + siτn−۱

)
f(tn−۱)

+
(
۱ − e−siτn−۱ − e−siτn−۱siτn−۱

)
f(tn−۲)

]
,

:[۱] داریم (۵) و (۴) معادلات ترکیب از است. τn = tn − tn−۱

CDα
۰,tf(tn) ≈

fn − fn−۱

ταnΓ(۲ − α)
+

۱
Γ(۱ − α)

fn−۱

ταn
− f۰

tαn
− α

Nexp∑
i=۱

wiFhist,i(tn)

 . (۶)
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خواهیم tn زمان در کاپوتو کسری مشتق برای (۶) تقریب از استفاده با (۲) دیفرانسیل معادلات دستگاه گسسته سازی منظور به حال

داشت:

Sn = ۱
b
(n,α)
n

[∑n−۱
k=۱

(
b
(n,α)
k+۱ − b

(n,α)
k

)
Sk + b

(n,α)
۱ S۰

]
− Γ(۱−α)

b
(n,α)
n

(
β In−۱

N + ℓβHn−۱

N + β′ Pn−۱

N

)
Sn−۱,

En = ۱
b
(n,α)
n

[∑n−۱
k=۱

(
b
(n,α)
k+۱ − b

(n,α)
k

)
Ek + b

(n,α)
۱ E۰

]
+Γ(۱−α)

b
(n,α)
n

(
β In−۱

N Sn + ℓβHn−۱

N Sn + β′ Pn−۱

N Sn − κEn−۱
)
,

In = ۱
b
(n,α)
n

[∑n−۱
k=۱

(
b
(n,α)
k+۱ − b

(n,α)
k

)
Ik + b

(n,α)
۱ I۰

]
+ Γ(۱−α)

b
(n,α)
n

(
κρ۱E

n − (γa + γi)I
n−۱ − δiI

n−۱
)
,

Pn = ۱
b
(n,α)
n

[∑n−۱
k=۱

(
b
(n,α)
k+۱ − b

(n,α)
k

)
P k + b

(n,α)
۱ P ۰

]
+ Γ(۱−α)

b
(n,α)
n

(
κρ۲E

n − (γa + γi)P
n−۱ − δpP

n−۱
)
,

An = ۱
b
(n,α)
n

[∑n−۱
k=۱

(
b
(n,α)
k+۱ b

(n,α)
k

)
Ak + b

(n,α)
۱ A۰

]
+ Γ(۱−α)

b
(n,α)
n

(
κ(۱ − ρ۱ − ρ۲)E

n

)
,

Hn = ۱
b
(n,α)
n

[∑n−۱
k=۱

(
b
(n,α)
k+۱ − b

(n,α)
k

)
Hk + b

(n,α)
۱ H۰

]
+ Γ(۱−α)

b
(n,α)
n

(
γa(I

n + Pn)− γrH
n−۱ − δhH

n−۱
)
,

Rn = ۱
b
(n,α)
n

[∑n−۱
k=۱

(
b
(n,α)
k+۱ − b

(n,α)
k

)
Rk + b

(n,α)
۱ R۰

]
+ Γ(۱−α)

b
(n,α)
n

(
γi(I

n + Pn) + γrH
n

)
,

Fn = ۱
b
(n,α)
n

[∑n−۱
k=۱

(
b
(n,α)
k+۱ − b

(n,α)
k

)
F k + b

(n,α)
۱ F ۰

]
+ Γ(۱−α)

b
(n,α)
n

(
δiI

n + δpP
n + δhH

n

)
.

(۷)

که به طوری

b
(n,α)
k =

{∑Nexp

i=۱ wi
۱
τk

∫ tk
tk−۱

e−τi(tn−τ)dτ, k = ۱, ۲, · · · , n− ۱,
۱
τn

∫ tn
tn−۱

dτ
(tn−τ)α , k = n.

عددی نتایج .۴

آلوده جمعیت های زمانی تکامل از وسیعی نمای تا داد خواهیم نشان پرتغال و اسپانیا منطقه دو در را عددی شبیه سازی بخش، این در

بیمارستان در بستری افراد ،(P ) دهنده انتقال افراد ،(I) آلوده افراد دینامیکی رفتار عددی شبیه سازی ۲ و ۱ شکل ها ی شود. داده نشان

شبیه سازی برای که است ذکر به لازم می دهند. نشان پرتغال و اسپانیا برای ترتیب به را (I +P +H) عفونت ها تجمعی موارد و (H)

کرده ایم. استفاده [۴] مرجع پارامترهای از مدل، دینامیکی رفتار
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Fast Numerical Simulation of a Fractional Mathematical Model of the COVID-19
Disease
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Abstract— Recently, various types of mathematical models have been considered
in describing the available clinical data for coronavirus disease. Mathematical
modeling and computation simulation are effective tools that contribute to global
efforts to estimate key parameters. In this paper, we intend to perform a fast and
effective numerical simulation for the SEIPAHRF fractional model.

Keywords—Fast numerical simulation, SEIPAHRF fractional model, Caputo
fractional derivative, COVID-19, Fractional differential equations.
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