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یلف خواهکد  -ساترلند-است که برهم کنش موثر شبکه از نوع کالوجری
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 مقدمه

آزمایش هایی که با سیستم های بوزینی در گذارهای فازی انجکا   

هابارد آغکاز  -ینه مدل بوزشد انگیزه ای بود تا مطالعات جدیدی در زم

[  نتایج حاصل از این ازمایش ها یک سیستم بوزینی را در یک 5شود ]

کرد ی بسیار مورد توجه قکرار   شبکه با برهم کنش دیجسمی تایید می

 [  0ی3ی2گرفت ]

اینشتین اتم ها در حالت یکسان ی در یکک  -بوز در حالت چگالش

تله دیقطبی اپتیکی کنار هم قرار دارند  ایکن تلکه دیقطبکی اتکم هکا را      

ملید می کند تا در کنار هم بمانند  با اسکتفاده از نوفکه هکای لیکزری     

ه ساختار بلوری اتم هکا رفتکار   شبکه ای نوری ساخته می شود که شبی

می کند  در دماهای پایین اتم ها در پایین ترین سطح انکرژی داخلکی   

هابارد توصیفی از بکوزین هکای   -اشان در این شبکه هستند ی مدل بوز

بدین چرخش ی اسپین را بر ریی شبکه آن هکا مطکرم مکی کنکد ککه      

بی های آن علایه بر این که برهم کنش دافعه یا جاذبه ای دارند دیقط

 هم برهم کنش ناچیزی با یکدیگر دارند 

[ اهمیت در ن ر گرفتن برهم کنش های بیشتر 1] در مرجعاخیرا 

از دی جسم را مورد توجه قرار دادند که بکا مشکاهدات حاصکل از تکابع     

موج سیستم از بوزینهای بسیار سرد ی یک شبکه اپتیککی سکه بعکدی    

 [ 8تایید شده است ]

تن ساختار سیگار مانندی برای بوزین های شبکه اما با در ن ر گرف

ی در دماهای بسیار پایین برهم کنش عککس مجکذیری دیقطبکی هکا     

تلویت می شود ی برهم کنش دافعه یا جاذبه ای قابل اغمکا  خواهکد   

[ نشان داده شده است که در ایکن حالکت بکرهم    8[  در مرجع ]7بود ]

هکا یجکود دارد    کنش عکس مجذیر مثلثاتی دی جسمی بین دیقطبی 

در این جا نشان داده ایم که سهم موثر حاصل از برهم کنش سه تایی 

بوزین ها نیز باید در محاسبات مد ن ر قرار گیرد که باعث می شود به 

 برسیم  یلف-ساترلند-پتانسیل مشهور کالوجری

مسالۀ بس ذرّه ای کوانتکومی ی حکل    یلف-ساترلند-مدل کالوجری

[، 9فیزیکی مختلف مانند اثر هال کوانتومی ] پذیری است که با مسائل

[ ، سکیاه  55[، انتشکارگر امکواج سکالیتونی ]   54بعدی ] 0میلز –یانگ 

اینشکتین  -[ ی برهم کنش بوزین ها در حالت چگالش بوز52چاله ها ]

(BEC) [8]  ارتباط دارد 

 

هابارد با برهم کنش دو تایی -مدلی تک باندی از هامیلتونی بوز

 و سه تایی
[ مسکاله ای چنکد بانکدی    8] 5از مدل مطرم شده در شکل استفاده با

 داریم:

  

 

 

 

 

 

 

 

 

فر  می کنیم اتکم هکای شکبکه در جهکت افلکی ارتعاشکی ندارنکد ی        

ی انرژی نوسکانی آن هکا      ћملیاس انرژی شبکه بین انرژی اپتیکی 

م   بکرای اتک     ћ       ћ است:    ћدر جهت عمودی 

کوتکاه بکرد ی   برهم کنش این که های قطبیده در این سیستم علایه بر 

                                          

( در یک آبیبوزین های محدید شده ی سیگاری شکل ): 5شکل

  استوانه ی دیقطبی های الکتریکی )فلش(
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-را داریکم بکرهم ککنش دیقطبکی       دافعه یا جاذبکه ای بکوزین هکا    

 دیقطبی آن ها را نیز داریم:

                     

 ⃗   ⃗   ( ⃗   ⃗⃗  )( ⃗   ⃗⃗  )

   
  

  

 ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗    ( ⃗⃗⃗    ⃗⃗   )( ⃗⃗⃗    ⃗⃗   )

    
      (1                                     )  

 

فاصله نسبی میان گشتایرهای دیقطبی را    ⃗   ⃗    ⃗⃗ که 

که برهم کنش آن ها دیجسمی است ی  نشان می دهد 

ی دیقطبی با برهم فاصله نسبی میان گشتایرها   ⃗    ⃗     ⃗⃗ 

ضریب برهم       و  همچنین می دهد  نشان کنش سه تایی را 

کنش دیجسمی ی سه جسمی دی قطبی هاست  فر  می شود که دی 

-ب قرار دارند  اکنون مدل بوزقطبی ها ریی خط راست ی به ترتی

 [ به صورت زیر در می آید:53هابارد با برهم کنش دی ی سه تایی ]

      ∑   
   

 
    

  ( )

 
∑   

(   
 

 )  ∑         
       

  
 ( )

 
∑    

(    
  ) (    

 

 )  ∑           
             (2                                        )

                                         

   که 
   

    ی        
   

      
        

 tانحراف تعداد اتم ها از میانگین تعدادشان در هر مکان شبکه است ی 

       دامنه پرش تا نزدیک ترین همسایگی ذرات را نشان می دهد  توابع

  و( )  
  د نپتانسیل دافعه یا جاذبه بوزین ها رانشان می ده ( ) 

ه صورت حاصل ضرب تابع تابع موج ب 5در مدل سیگار مانند شکل

در ن ر گرفته می شود   yی عمودی  xموج حالت پایه در جهت افلی 

     خیلی    ها yفر  می کنیم چگالش سیستم بوزینی در جهت 

که در این صورت مساله       باشد:    بزرگ تر از ابعاد شبکه 

وج به شکل زیر در چند باندی به تک باندی تبدیل می شود ی تابع م

 می آید:

 ( )  [∑    (    )  ∑     (   
   

 
   

   )  ( )] (3                                                                    )  

 

 w(x) ی            متناظر با عملگر نابودی است ی   که 

  همچنین در این حالت [50]نشان می دهد   تابع موج یانیر شبکه را

  و( )  دی جمله 
[ ی در نتیجه 7قابل چشمپوشی هستند ] ( ) 

  برای برهم برهم کنش سیستم مربوط به دیقطبی ها خواهد شد

 :کنش دیجسمی داریم
      

∫  ⃗   ⃗ | (    )|
 | (   

  )|
 
      |  ( )| |  ( 

 )| (4                                     )  

 ی برای برهم کنش سه تایی:

       ∫  ⃗   ⃗ | (     )|
 
| (   

   )|
         |  ( )| |  ( 

 )| (5                                 )  

 

در چنین شرایطی می توان احتمال توزیع حالت پایه را به صورت 

 چگالی تعداد اتم ها در راستای محور عمودی نشان داد:

|  ( )|  
  

  
ه این رای دی جسم ببنابراین پتانسیل سیستم ب. 

 شکل خواهد شد:

       ∑
    

  
     (

    

  
)

     (
 

  
 ) (6                           )  

 ی برای سه جسم:

         ∑
    

  
     (

    

  
)

       (
 

  
 ) (7)                      

هم کنش عکس مجذیر نون شبکه ای تک بعدی داریم که براک

فاصله ی مثلثاتی میان بوزین های ریی شبکه آن یجود دارد  در نهایت 

 با حذف تصحیح های این دی پتانسیل، هامیلتونی شبکه عبارتست از:
  

∑ ( 
  

   

  

   
 

  
    

    
 

 
  

 )  ∑
    

  
     (

    

  
)

    

∑
    

  
     (

    

  
)

     (8                                                        )  

جر  بوزین های شبکه را     فرکانس دیقطبی ها ی    که

یلف را -ساترلند-این رابطه هامیلتونی معریف کالوجری نشان می دهند 

ذره  3[  حل کامل این هامیلتونی در حالت 51] نشان می دهد

  در نمایش تابع موج این هامیلتونی [ ارائه شده است51در ] فرمیونی

  از تابع ریاضی جک 
گی های ییژاستفاده می شود که   ( ) 

برای بوزین ها ی فرمیون ها شکل متفایتی به خود مخصوصی دارد ی 

سه  را بررسی می کنیم کهی یک کاربرد حالتبعنوان   [57] می گیرد

یم یلی ابتدا تابع جک را معرفی می برهم کنش دیتایی دار بابوزین 

 کنیم 

 

 چندجمله ای های جک و پارتیشن

 دنباله ای صعودی از اعداد صحیح ی مثبت است: 𝞴پارتیشن 

λ
 

 λ
 

   λ
 
          (2                    )  

ده می شوند ی متناظر با یک با جدیل های یانگ نمایش دا 𝞴پارتیشن 

چندجمله ای با تما  جایگشت های کامل هستند  به طور مثال در 

λ ی پارتیشن بوزینیسیستمی با سه ذره   (     ) : 

 

 

 

 

 این شکل در می آید:به ی چندجمله ای آن 

  λ(     )                           

    (3                                                            )  

ی در نتیجه چندجمله ای های جک به صورت زیر تعریف می شوند 

[58:] 

 ( )
 λ
  ∑   λλ  ( )   λ (0                                            )

      

λ   . پارتیشن مربوط به2شکل  (     )  

    

 

 

λ    

λ    

 
λ    
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ضریب بهنجارش است  این   λλ  ضریب برهم کنش ذرات ی    که 

 بلترامی است:-چندجمله ای پاسخ عملگر دیفرانسیلی لاپلاس

    ∑ (  
 

   
)  

    
 

 
∑

     

     

 
     (  

 

   
   

 

   
) (1  )

     

نمایش پارتیشن ها در فضای فوک هم انجا  می شود به این صورت 

که هر پارتیشن تعداد اعداد اشغال را نشان می دهد  به طور مثال 

λپارتیشن سه بوزین برای   :داریم (     ) 

 

   

 

 سه بوزون با برهم کنش دوتاییهامیلتونی 

جسمی برهمکنش دی  با شبکه ای اپتیکیکه بر ریی  بوزینسه  برای

 : قرار دارند هامیلتونی عبارتست از ساترلند-کالوجری

  
   

  
∑    

  
    

  

 
    ∑

 

    ( (     ))
 
   (1     )

                       

  استجسمی  دیبر همکنش ت شدگی جف ثابت (   )    که 

[ با انجا  یک تبدیل پیمانه ای ی استفاده از 51مشابه ریش مرجع ]

بلترامی این هامیلتونی -به عملگر لاپلاس               متغیر 

 این سیستم عبارتست از:تابع موج در نتیجه   می رسیم

 (  )          
( )  

(        )(      )
   ( )        

∏ (     )
( ) 

     
   

                                       (7                )   

  که 
عددی مثبت است   ی  چندجمله ای های جک هستند  ( ) 

نشان می  شبکه اپتیکیکه جاگیری ذرات را ریی قسمت های مختلف 

 ( انرژی سیستم عبارتست از: 1( در )7[  با جاگذاری )57دهد ]

               (8                                            )

      

 حالت های ممنوع سه بوزون با برهم کنش سه تایی کامل

ایل  با استفاده از چگالی احتمال ذرات می توان به دی موضوع پی برد؛

این که از صفر قرار دادن آن حالت های ممنوع سیستم درمی آید ی 

دی  این که احتمال حضور ی یابستگی ذرات به هم مشخص می شود  

( چگالی احتمال 7در تابع موج )   بنابراین با جاگذاری متغیرهای 

 عبارتست از:

| 
   

|
 

      [

      (   )  

      (   )  

      (   )
]   

[
     (   )       (   )  

     (   )
]
 ( )

 (9   )          

چگالی احتمال برابر حاصلضرب دی جمله است اکنون با صفر قرار 

دادن آن برای هر جمله پاسخ هایی داریم  در بخش سینوسی با 

( به حاصل ضرب سه سینوس 9رابطه ) استفاده از ریابط مثلثاتی 

 :تبدیل می شود

     (   )      (   )      (   )     

درجه می  94نتیجه می دهد دی تا از بوزین ها باهم زاییه ای که 

  مکان ذره سو  اهمیتی داشته باشد سازند بدین اینکه

 اگر بخش کسینوسی را کمی ساده کنیم ی برابر صفر قرار دهیم:

     (   )      (       )           

 نتیجه می دهد:که 

 (       )       (
         

     (   )
) 

برحسب را  (       ) اگر نمودار صفر نمی شود ی این رابطه 

 :رسم کنیم     

 

 

 

 

 

 
 

دی ناحیکه اطکراف    وجه به شکل نتیجه مکی گیکریم ککه در   تبا 
 

 
ی  

  

 
 

 ضور دارند ی تابع موج صفر نمی شود حذرات 

 

 

 بندی گیری و جمع نتیجه
که با اتم ریبیدیم در یک شبکه اپتیکی انجا  شکده   زمایش ها ییآدر 

است پی برده شد که برهم کنش چندجسمی در این سیسکتم حضکور   

قع تفسیر حاصل از در ن ر گرفتن بکرهم ککنش سکه    [  در یا59دارد ]

جسمی این است که باید با تغییر هندسه مساله توجکه داشکته باشکیم    

که شرایط مساله عو  می شود ی مدارهای بکالاتر شکبکه بکوزینی در    

 برهم کنش ها دخالت دارند 

هابارد معمکولی جملکه بکرهم ککنش دی جسکمی بعنکوان       -در مدل بوز

 ر گرفته می شود ی تصحیح ناشی از برهم کنش پتانسیل موثر در ن 

 
𝝅در دو ناحیه اطراف ( که نشان می دهد 15.پاسخ معادله )4لشک

𝟐
𝟑𝝅و  

𝟐
حالت  

 .ممنوعی وجود ندا رد

 
 

λ  پارتیشن .نمایش فوک3شکل  (     ) 



 

    

 

0 

ن اضافه می شود    اما نتایج حاصل از آزمکایش هکایی   آسه جسمی به 

که با اتم ریبیدیم انجا  شده است تاییدی براین مطلب است ککه بایکد   

برهم کنش های سه جسمی به طور جدی مد ن ر قرار گیرنکد ی تنهکا   

ل موثر در سیستم به شکل در این صورت پتانسی نلش تصحیح ندارند 

 یلف تبدیل می شود -ساترلند-پتانسیل مشهور کالوجری

یژه ای در فیزیک دارند  مسائل بس ذره ای جایگاه یاز سوی دیگر، 

در یک سیستم بس ذره ای بوزینی یلف -ساترلند-کالوجریپتانسیل 

اعمال می شود قابلیت کاربرد در سیستمی با سه بوزین را بر ریی 

در این حالت با در ن ر می توان دارد  بنابراین  پتیکیشبکه ای ا

گرفتن برهم کنش دیتایی ی سه تایی سه بوزین هامیلتونی سیستم را 

  بدست آیردی ییژه توابع آن را با چندجمله ای های جک  نوشت

ییژه ملدار انرژی این سیستم را هم  ،سپس با جاگذاری تابع موج

     [51]بدست آیرد

به تابع چگالی احتمال پی بردیم در سیستمی با استفاده از محاس

با برهم کنش  در یک شبکه اپتیکیمتشکل از سه ذره بوزینی یکسان 

در دی ناحیه اطراف  ساترلند-کالوجری
 

 
ی  

  

 
  حالت ممنوعی یجود 

بوزین های ریی شبکه اپتیکی را می توان در این مناطق قرار ی  اردند

  .دانبمر داد که سیستم پایدا
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